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Resumen

El desarrollo de nuevos métodos para determinar
las propiedades térmicas de materiales compuestos
estd siempre en constante avance. En este estudio se
propone un método unidimensional para el célculo
numérico de la conductividad y difusividad térmicas
efectivas en materiales sélidos heterogéneos (com-
puestos), entre [10-20 °C], mediante el uso del pro-
grama Solidworks® 2016, el cual se basa en el método
de calculo de elementos finitos. Primero, se obtiene la
distribuciéon de temperatura en funcién de la coorde-
nada y el tiempo; luego, se ajusta el modelo tedrico,
la ecuacion parabdlica de difusién del calor en una
dimensién, a los datos obtenidos en la simulacién
para obtener la solucién. Inicialmente, se modela la
distribucién de temperatura en una barra sélida de
cobre homogénea, material conocido, bajo un flujo
de calor constante en x = L, arrojando valores de
conductividad y difusividad térmicas de acuerdo con
los reportados en la literatura, con un error relativo
de 0,01 % y 0,7 % respectivamente.

Abstract

The development of new methods for determining
the thermal properties of composite materials is al-
ways in constant progress. This study proposes a
one-dimensional method for the numerical calculation
of effective thermal conductivity and diffusivity in
heterogeneous solid materials (composite), between
[10-20 °C], using the program Solidworks® 2016,
which is based on the method of Finite Element Cal-
culation. First, the temperature distribution is ob-
tained as a function of the coordinate and time; then,
the theoretical model, the Parabolic Heat Diffusion
Equation in one dimension, is adjusted to the data
obtained in the simulation to obtain the solution. Ini-
tially, the temperature distribution in a homogeneous
solid copper bar, known material, is modeled under
a constant heat flux at x = L, yielding thermal con-
ductivity and diffusivity values in accordance with
those reported in the literature, with a relative error
of 0.01% and 0.7% respectively.
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Luego se modela la distribuciéon de temperatura
en una barra sélida heterogénea a base de cobre
(65,7 %)-plomo (34,3 %) v, bajo la misma condicién
de flujo de calor, se obtienen los valores simulados
de temperatura en funciéon del tiempo con los cuales
se calculan la conductividad y difusividad térmicas
efectivas de este compuesto. Los resultados obteni-
dos muestran consistencia y confiabilidad pues se
encuentran dentro del rango establecido por estudios
anteriores.

Palabras clave: conductividad térmica, difusividad
térmica, propiedades térmicas, compuesto, simulacion,
elementos finitos.

Then, the temperature distribution is modeled in
a heterogeneous solid bar based on copper (65.7%)—
lead (34.3%) and, under the same heat flow condition,
the simulated values of temperature in function of
the time with which the effective thermal conducti-
vity and diffusivity of this compound are calculated.
The obtained results show consistency and reliabil-
ity because they are within the range established by
previous studies.

Keywords: thermal conductivity, thermal diffusiv-
ity, thermal properties, composite, simulation, finite
elements.
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1. Introduccién

Desde hace anos existe el interés en el desarrollo de
nuevos métodos para determinar la conductividad y
difusividad térmicas de los compuestos. Esto se debe,
en gran medida, al rdpido avance de la ciencia de ma-
teriales y sus miltiples aplicaciones [1-14]. Existen los
métodos estacionarios que, sin embargo, presentan la
desventaja del prolongado tiempo de exposicion al calor
que sufre la muestra, aumentando considerablemente
su temperatura y, por lo tanto, pudiendo incidir en la
variaciéon de sus caracteristicas térmicas [6], [15], [16].

En los materiales heterogéneos es mas compleja la
determinacién de los valores exactos de los pardme-
tros térmicos por su composicién [17-25]. Los materia-
les compuestos pueden ser representados por medios
laminados, fibrosos, granulares, etc., [24]. Existen al-
gunos estudios para medir la conductividad térmica
efectiva de estos, aunque, en general, presentan limita-
ciones con la continuidad de las fases de un material
a otro; por lo que incluso se pueden presentar fases
adicionales [17]. Asimismo, la geometria de los mismos
es un inconveniente debido a que, en la practica, no
todas las particulas tienen la misma forma y tamano;
variando considerablemente el factor de forma, que se
toma en cuenta en algunas féormulas para el calculo de
propiedades de los compuestos [17], [18], [24], [26]. Por
lo tanto, los métodos matematicos de la fisica son una
alternativa necesaria a tener en cuenta para determinar
las propiedades efectivas de materiales compuestos.

El presente trabajo tiene como objetivo calcular
numéricamente la conductividad y difusividad térmicas
efectivas en compuestos solidos heterogéneos, mediante
la simulacién computacional a través del anélisis por
elementos finitos; considerando que, el mecanismo de
propagacion de calor solo tiene lugar por conduccion.
Se emplea un método no estacionario que aprovecha
la radiacion luminosa como fuente externa de calor y
constante que incide sobre uno de los extremos (z = L)
de una barra térmicamente aislada, en el otro extremo
(x = 0); la temperatura se mantiene constante (entre
10 y 20 °C). El flujo de calor se mide en régimen no
estacionario por lo que posee la ventaja de ser una medi-
cién relativamente rapida y con un minimo aumento
de temperatura; de esta manera, se evita las pérdidas
por radiacién. Asimismo, para calcular las propiedades
térmicas no se necesita conocer ni las caracteristicas
térmicas ni geométricas de los materiales que integran
el compuesto, contrario de otros trabajos [17-26].

2. Materiales y métodos

2.1. Metodologia de la simulacién

Se estudia, en primer lugar, una barra homogénea de
cobre de 0,15 m de longitud, con una seccién cuadrada
de lado igual a 0,007 m como indica la Figura 1. El

software utilizado SolidWorks® 2016 (Licencia: 9710
2117 5072 9710 M4R6 FH89), muestra la distribucién
de temperatura para todos los puntos de la barra a par-
tir del calentamiento de uno de los extremos (x = L),
en funcién del tiempo.

Temp (Celsius)
7849365¢-001
' 7.195247¢-001
- 6.541128e-001
- 5887009-001
- 5.232650e-001
. 45787718001
HT 3.924652e-001
| 3,270533e-001
. 2.6164142-001

- 1.962255¢-001

1.308177-001

I 6.5405792-002
-6.103516¢-006

Figura 1. Distribucién de la temperatura a lo largo de una
barra de cobre de seccién cuadrada de longitud L = 0,15
m y lado a = 0,007 m. Con estas dimensiones se garantiza
las caracteristicas unidimensionales del sistema propuesto.

Luego de este primer estudio con un material ho-
mogéneo conocido se comprueba que los valores de
conductividad () y difusividad («) térmicas se ajus-
tan satisfactoriamente [27].

En la segunda etapa, se reproduce la simulacién,
esta vez se obtiene la distribucién de la temperatura a
lo largo de una barra de cobre de secciéon cuadrada con
cuatro inserciones de plomo de 0,003 m de longitud y
2,1.10-5 m? de 4rea de seccién transversal, de tal forma
que se obtiene un compuesto de cobre (65,7 %)—plomo
(34,3 %), como indica la Figura 2.

Temp [Celsius)
1.158480e+000
l 1,058 6068+ 000
- 9.967326e-001
- B8.968587¢-001
- 7.965645e-001
- 6.991110e-001
_ 5.992371e-001
. 4.993632e-001
. 3.894893e-001

- 2.996155e-001

1.997416e-001
8.966776e-002
-6.1035162-006

Figura 2. Distribucién de la temperatura a lo largo
de un material compuesto de cobre (65,7 %)-plomo
(34,3 %) en forma de barra de longitud L = 0,15 m y
lado a = 0,007 m; con cuatro inserciones de plomo de
0,003 m de longitud y 2,1-10-5 m?® de érea de seccién
transversal.

x=L

En las Figuras 1 y 2, los valores de temperaturas
que se muestran en la distribucién sobre cada punto
de las barras son las temperaturas alcanzadas en es-
tado estacionario: AT,,. Sin embargo, para calcular la
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conductividad y difusividad térmicas bajo este método
no se necesita llegar a ese valor, como se describe a
continuacion.

2.2. Aspectos tedricos

En el estudio de la propagacién del calor en una barra
solida se tiene en cuenta solo el proceso de conduccion
a lo largo de la misma; las pérdidas de calor por con-
veccion 'y radiacion deben ser minimizadas. En este
sentido, gracias a un adecuado disefio experimental se
logra este proposito. A saber: 1) el poco aumento de la
temperatura AT evita pérdidas por radiacion, 2) por
ser una barra sélida no se aprecia la conveccion; de
forma tal que se puede aplicar la ecuacién parabdlica
del calor para conocer la distribuciéon de temperaturas
en toda la barra.

%z (x,t) = a‘?%T (z,t)
T(z,0) =

T(0,t) =

T (L,t)

8:67 = Q

{V 0<z<L, t<0} (1)

donde:
« es la difusividad térmica

Q es el flujo de calor constante a través del extremo
x = L.

Homogeneizando las condiciones de frontera, te-
niendo en cuenta el método de separacién de variables,
se obtiene el incremento de la temperatura como fun-
cion del tiempo t y la coordenada z; cuya solucién
es [28]:

n .e —(pn-t)

AT(x,t) =pog — — = Z 2n+1
" (2)

-sen [(Qn +1) QL}

donde:

po = L=, que representa la variacién de temperatura
alcanzada en el estado estacionario, ¢ es el calor, L la
longitud de la barra, A el area de la seccién transver-
sal, x la conductividad térmica y pn = pn (a,n), es
funcién de la difusividad térmica y de los términos
dentro de la serie. Esta asociado con el tiempo que se
demora el sistema en alcanzar el estado estacionario e
igualmente con la frecuencia con que oscilan los valores
de temperatura en cada punto de la barra mientras
avanza el tiempo.

Utilizando el método de los minimos cuadrados se
ajustan los puntos de la simulacién a la ecuacién (2)
mediante el programa Mathematica® 11.0 (Licencia:
3657-5751-TEGG73). El ntimero de términos de la

sumatoria se calcula aproximadamente, de manera que
en x = Lyt = 0 la variaciéon de temperatura que
se aprecie por el sensor que mide sea igual a cero, o
sea: AT(l,0) = 0. A partir de los valores obtenidos
para py y pn se determinan los correspondientes de
conductividad y difusividad térmicas.

3. Resultados y discusion

3.1. Barra de cobre

Se muestran los resultados de la primera etapa en
donde se trabajé con la barra de cobre. Se puede apre-
ciar en la Figura 3, una convergencia absoluta entre la
solucion tedrica de la ecuacién (2) y los datos arroja-
dos por la simulacién para los diferentes valores de la
coordenada x, en que fue monitoreado.

AT{°C)
08
Y L o e e
u,u-! -
- 2
06" P resesnessrestisrnsssanss
L " =
‘!‘
,w 5,/5 g
o -
04t S R
o PR Sl o s
i e + simulacién en x=L
- o, g R « simulacion en x=L/2
Clp A S = simulacién en x=3L/4
L N
iy, - Ajustes
4 t(s)

100 200 300 400

Figura 3. Gréfico del ajuste de la distribucién de
temperatura vs. tiempo cuando se calienta la barra de
cobre en la posicién (z = L). Se tiene una convergencia
absoluta entre simulaciéon y modelo en los tres puntos de
monitoreo.

De tal forma se obtuvo los valores de conductivi-
dad y difusividad térmicas presentados en la Tabla 1 y,
como se aprecia, la coincidencia entre los valores para
distintas posiciones es notoria. Esto indica que, obvia-
mente, las caracteristicas térmicas no dependen de la
coordenada si hablamos de un material homogéneo.
Asimismo, los valores calculados de conductividad y
difusividad térmicas se aproximan significativamente
a los ya reportados, con un error relativo promedio de
solo 0,01% y 0,7% en la conductividad y difusividad
térmicas respectivamente [27].

Tabla 1. Comparacién entre los valores de conductividad
x[W/m°C] y difusividad o - 107%[m/s?] térmicas reporta-
dos y los calculados en tres puntos diferentes de una barra
de cobre homogénea.

Valores Valores de conductividad y difusivi-
reportados dad térmicas calculados

(x=1L) (x=3L/4) (x=1L/2)
Xcobre=390,0 = 389,7 x = 390.0 x = 390.2
Qacobre=112,4 o = 105,1 a = 105,8 a = 106,6
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t(s) 40
Figura 4. Gréfico de la variacién de la temperatura
en funcién del tiempo ¢ y la coordenada x, para la
barra de cobre homogénea: ¢ = 0,1 W; A = 4,9-107°m?;
L =015 m.

En la Figura 4 se aprecia el grafico de la distribu-
cién de temperatura en funcién de la coordenada x y el
tiempo ¢, segin la ecuacién (2), con los valores de x y «
obtenidos en la Tabla 1, ¢ = 0,1W, A = 4,9.107° m?,
L = 0,15 m. Notese que, el aumento de temperatura
es pequenio (menor a un grado) lo que resulta conve-
niente a la hora de poner en marcha esta mediciéon en
el laboratorio.

3.2. Compuesto

A continuacién, en la Figura 5 se muestra los resul-
tados de la segunda etapa, donde se trabajé con un
compuesto como indica la Figura 2.

AT(°C)
0.8

0.6

04 /
0.2 / /
— Ajustes

i
*f Ys)
100 200 300 400 500

« Simulacién en x = 3L/4

« Simulacién enx = L/2

Figura 5. Grafico del ajuste de la distribucién de
temperatura vs. tiempo cuando se calienta el compuesto
(cobre 65,7 % — plomo 34,3 %) en la posicién z = L. Se
tiene una convergencia absoluta después de los primeros
30 s.

Se debe acotar que, en esta segunda etapa se mo-
nitoreo la variacién de temperatura en las posiciones
x = 8L/} vy x = L/2, debido a que estdn inmersas
dentro del compuesto. Igualmente, en la Figura 5 se
observa que el modelo comienza a ajustarse absolu-
tamente después de los primeros 30 segundos a par-
tir de que comienza a recibir el calor por el extremo
z = L. Esta discrepancia puede estar asociada a la

baja conductividad térmica del plomo de forma tal
que, en las posiciones © = 3L// y x = L/2, ain no
llega un flujo de calor significativo al comienzo; por lo
que los datos resultan un poco dispersos, esto se puede
solucionar aumentando la potencia de ¢ en z = L.

Tabla 2. Valores de conductividad x [W/m °C] y difu-
sividad o - 107°[m/s?] térmicas efectivas calculados en dos
puntos diferentes del compuesto.

(x = 3L/4) (x = L/2)
Y =2540  y=2546
a = 86,6 o =875

En la Tabla 2 aparecen los resultados de la conduc-
tividad y difusividad térmicas efectivas calculadas para
el compuesto. Como se aprecia, los valores efectivos
tanto de x como de a se encuentran en el intervalo
entre los valores del plomo y cobre, por lo que, el resul-
tado es légico y adecuado. En segundo lugar, se nota
precisién (si bien no significa total exactitud) en los
resultados pues, ambos puntos de monitoreo, arrojan
cifras muy semejantes; convirtiéndolo en un método
consistente.

Figura 6. Grafico de la variacién de la temperatura en
funcién del tiempo ¢ y la coordenada z, en el compuesto:
¢q=0,1W;A=4,9-10"° m?* L=0,15 m.

En la Figura 6 se aprecia el grafico de la distribu-
cion de temperatura en funcién de la coordenada x
y el tiempo ¢, seglin la ecuaciéon 2, con los valores de
X y « efectivos obtenidos en la Tabla 2, ¢ = 0,1 W,
A =4,9-10"°m?2, L =0, 15 m. Nétese que, el aumento
de temperatura continia siendo pequerio (alrededor
de un grado), sin embargo, mayor que en el caso de la
barra de cobre homogénea. Esto se debe a que, al ser
la conductividad térmica efectiva del compuesto menor
a la del cobre, la velocidad de propagacién del flujo de
calor es menor; por lo tanto, se acumula més calor en
los puntos monitoreados.

3.3. Implementacién del método

Hasta aqui, se ha calculado numéricamente la conduc-
tividad y difusividad térmicas efectiva de un compuesto
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a base de cobre (65,7 %) — plomo (34,3 %). Si bien es
necesario ampliar el nimero de simulaciones a otros
tipos de configuraciones y, de ser posible, llevarlo a la
practica, se logra estimar bajo condiciones adecuadas
los valores térmicos efectivos, que se encuentran en la
Tabla 2.

En este sentido, se ha utilizado una herramienta
informética SolidWorks®2016, cuyo método de calculo
de elementos finitos, esta validado para la obtencion de
propiedades térmicas en un compuesto unidimensional,
para las condiciones en que se disend la muestra [29].
Asimismo, los valores de la conductividad y difusividad
térmicas efectivas obtenidas estdn dentro del intervalo
que se establece en [30].

4. Conclusiones

La metodologia numérica presentada en este trabajo
se puede convertir en una herramienta para el calculo
de la conductividad y difusividad térmicas efectivas de
un compuesto sélido unidimensional. Como ventaja,
no se necesita, en general, conocer ni la geometria ni
las dimensiones exactas del material insertado (aunque
este deberia estar disperso), tampoco las propiedades
térmicas de los materiales constituyentes, pues solo se
necesita monitorear la temperatura en varios puntos y
ajustar los valores de x y «a a la ecuacién 2.
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