Articulo Cientifico / Scientific Paper

SIoEl)

UNIVERSIDAD POLITECNICA SALESIANA ECUADOR

INGENIUS

Revista de Ciencia y Tecnologia

https://doi.org/10.17163/ings.n18.2017.11
pISSN: 1390-650X / elSSN: 1390-860X

APLICACION DE LAS LMI AL DISENO DE
CONTROLADORES ROBUSTOS

APPLICATION OF LLMI TO THE DESIGN OF
ROBUST CONTROLLERS

Edwin Aguilar-Jaramillo®

Resumen

El diseno de controladores precisos en presencia de
incertidumbre significativa requiere el uso de contro-
ladores robustos. Una gran variedad de especifica-
ciones y restricciones de diseno de sistemas de control
pueden ser expresadas en términos de desigualdades
matriciales lineales (LMI-Linear Matrix Inequalities),
las mismas que son resueltas mediante algoritmos de
optimizacion convexa. En este articulo se presenta
el disenio de controladores robustos mediante LMI
para sistemas tipicos cuyos modelos son obtenidos de
la literatura de control a los cuales se completa con
la incertidumbre de parametros. Los controladores
disenados utilizan la realimentacién de estados del
sistema.

Palabras clave: controlador, incertidumbre, ro-
bustez, realimentacion.
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Abstract

The design of precise controllers in presence of sig-
nificant uncertainly requires the use of robust con-
trollers. A variety of specifications and design con-
straints for control systems can be expressed in terms
of Linear Matrix Inequalities (LMI), which are solved
using Convex Optimization algorithms. This article
presents the design of robust controllers using LMI for
typical systems whose models are obtained from the
control literature to which are complemented with
parameter uncertainty. The designed controllers use
system state feedback.

Keywords: controller, uncertainty, robust, feedback.

L*Departamento de Eléctrica y Electrénica DEEE, Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE. Sangolqui-Ecuador.

Autor para correspondencia: >3: eraguilar@espe.edu.ec.
http://orcid.org/0000-0002-6404-1077

Recibido: 15-05-2017, aprobado tras revisién: 26-06-2017

http://orcid.org/0000-0003-0202-6071,

Forma sugerida de citacién: Aguilar-Jaramillo, E.; Proafio-Rosero, V. (2017). «Aplicacién de las LMI al disefio de
controladores robustos». INGENIUS. N.°18, (julio-diciembre). pp. 91-103. ISSN: 1390-650X.

91


https://doi.org/10.17163/ings.n18.2017.11
eraguilar@espe.edu.ec
http://orcid.org/0000-0003-0202-6071
http://orcid.org/0000-0002-6404-1077

92

INGENIUS N.° 18, julio-diciembre de 2017

1. Introduccién

Este articulo estd organizado en secciones. La seccién
1 es la presente introduccién. En la seccién 2 se de-
finen los principales conceptos que sustentan el proce-
dimiento de disefio como son la optimizaciéon convexa,
la definiciéon de una LMI, los problemas matematicos
que se resuelven con las LMI y el concepto de estabi-
lidad cuadratica de Lyapunov. La seccién 3 presenta
los problemas de control que se resuelven mediante
la aplicaciéon de las LMI y la teoria de estabilidad
de Lyapunov que es el puente que permite pasar la
formulacién de espacio de estado de un sistema hacia
una LMI. En la seccién 4 se presenta la teoria para la
formulacion del problema de diseno de un controlador
de realimentacién de estados mediante LMI. En la
seccién 5 se presentan los casos de estudio que son el
disefio de sendos controladores para un sistema doble
integrador y para un levitador magnético. Posterior-
mente en la seccién 6 se presentan los resultados y
una breve discusién de los mismos, para finalizar se
presentan las conclusiones en la seccién 7.

2. Conceptos

2.1. Optimizacién convexa

La optimizacién es la busqueda de la mejor decisién
dentro de un conjunto de posibles candidatos que
cumplen una condicién. El mejor candidato es aquel
con el que se consigue el indice de desempeno 6ptimo.
La optimizacién convexa se caracteriza por la existen-
cia de un tnico minimo global. Las LMI son funciones
convexas y se resuelven normalmente por métodos
conocidos como de puntos interiores.

2.2. Definicién de una LMI

La idea bésica del método LMI es formular un pro-
blema dado como un problema de optimizacién con
objetivo lineal y restricciones definidas como desigual-
dades matriciales lineales.

Una desigualdad lineal matricial es una restriccion
convexa de la forma presentada en las ecuaciones 1 y
simplificada en la ecuacién 2:

F(.T):F0+I1F1+"'—|—I7LF7I>O (1)
N

F(z)=Fo+ Y x;F; >0
i=1

(2)
Donde:

e x = (x1...2,) es un vector de escalares descono-
cidos (vector de variables).

e F; son matrices simétricas reales conocidas para
0<i<n.

e ‘< (V indica que todos los valores propios de F(x)
son mayores que 0.

La consecuencia importante de la convexidad es que
a pesar de que la LMI no tiene una solucién analitica
en general, esta puede ser resuelta numéricamente con
la garantia de encontrar una solucién, si existe alguna.

El enfoque LMI es particularmente atractivo por
las siguientes razones:

a) Se han desarrollado soluciones numéricas muy efi-
cientes que habilitan resolver problemas para los
cuales no existe una soluciéon analitica conocida.

b) La formulacién es muy adecuada para problemas
con incertidumbre en los datos. La incertidum-
bre se describe mediante estructuras detalladas
y fronteras para mediante un procedimiento sis-
tematico formular un problema de optimizacién
que conduce a una soluciéon robusta. Esta ca-
racteristica es muy util para una amplia gama
de problemas de ingenieria donde se presentan
errores en las variables medidas o errores de mo-
delamiento.

¢) Permite imponer varias especificaciones en el pro-
ceso de diseno para explorar los compromisos y
analizar los limites de desempeno y factibilidad.

2.3. Problemas LMI

Los problemas que se resuelven por técnicas LMI y
que son utilizados en este articulo son:

2.3.1. Problema de factibilidad

Se llama a la prueba de si existen o no soluciones de x
tal que F(x) > 0. La LMI se llama no-factible en caso
de no existir solucién alguna.

2.3.2. Problema de optimizacion

Consiste en la minimizacién de una funcién que de-
fine un criterio de desempeno sujeta a restricciones de
tipo LMI, como por ejemplo: Minimizar cTx, tal que
F(x) > 0.

2.4. Estabilidad cuadratica de Lyapunov

La definicién de la estabilidad cuadratica de Lyapunov
da origen al estudio de las LMI. Considérese el sistema
sin entradas dado por la ecuacién 3:

= Ax

(3)

Se dice que el sistema es cuadraticamente estable
si y solo si existe una funcién cuadratica positiva
Ve R tal que se cumpla la ecuacién 4:

V =a"Px (4)
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Y V sea negativa. La funcién V se conoce como fun-
cién de Lyapunov y entrega como resultado un valor
real para cada vector x. La funcién queda definida
completamente por la matriz P que se conoce como
matriz de Lyapunov y que se constituye en una ma-
triz simétrica a ser encontrada mediante una LMI, asi:
encontramos P tal que cumpla la ecuacién 5:

P=PT;P>0 (5)

Teniendo en cuenta la condicién planteada en la
ecuacion 6:

ATP 4+ PA<O (6)

3. Aplicacion de las LMI al diseno de
sistemas de control

Una de las ventajas de la formulacién de las LMI es
la habilidad de combinar varias expresiones de diseno
de una manera numéricamente tratable. Dentro del
area de control existen innumerables tipos de proble-
mas que pueden ser tratados mediante técnicas LMI.
En este articulo se realiza la aplicacion de las LMI al
problema disefio de retroalimentacién de estado para
sistemas con incertidumbre de parametros mediante
una formulacién politépica. Se utiliza la técnica de
ubicacién de polos en regiones LMI para satisfacer
especificaciones del sistema en el dominio del tiempo y
el cumplimiento de multiples objetivos especificados en
términos de normas H, y Hs de funciones de transfe-
rencia obtenidas de la descripcion del sistema. [1]. En
esta seccién se introducen los conceptos involucrados
para resolver estos problemas.

3.1. Modelacién de Ila
sistemas dinamicos

incertidumbre de

Existen dos clases de incertidumbre:

3.1.1. Incertidumbre dinamica

Que consiste en componentes dindmicos omitidos en el
modelo lineal o en variaciones en el comportamiento
dindmico durante el funcionamiento del sistema. Por
ejemplo, modos flexibles de alta frecuencia, variaciones
de tiempo retardadas, etc.

3.1.2. Incertidumbre de parametros

Dada por la estimacién aproximada de los valores de
parametros fisicos, o de las variaciones de estos para-
metros durante el funcionamiento del sistema. Esta in-
certidumbre puede presentarse por ejemplo en el amor-
tiguamiento de los coeficientes en sistemas mecénicos,
coeficientes aerodindmicos de dispositivos de vuelo,
capacitores e inductores en circuitos eléctricos, etc. [2]

3.2. Planteamiento de sistemas
incertidumbre de parametros

con

Existen dos formas de plantear sistemas con incer-
tidumbre: a través de modelos dependientes de para-
metros afines y modelos politépicos. En el presente
articulo se utiliza inicamente la formulacién politépica
de los sistemas.

Se llama un sistema politépico a un sistema lineal
variante en el tiempo de la forma presentada en las
ecuaciones 7, 8:

&= A(t)r + B(t)u (7)

y=C(t)x+ D(t)u (8)
Cuya matriz del sistema S(t) se define en la
ecuacién 9 como:

At) B()
so=[ & b | Y

Varia dentro de un politopo fijo de matrices, lo
cual representa la ecuacion 10:

k
S(t) € Co{Sy... Sk} = aiSi:a; >0,

i=1

k
Zai =1
i=1

Donde S; ... Sy dan los sistemas vértices, los cuales
tienen la forma expresada en la ecuacién 11:

(10)

A(t):
C(t);

_ B(t); | .
En otras palabras, S(t) es una combinacién convexa de
sistemas de matrices S; ... Sk. Los nimeros no nega-

tivos a1 ... o, son llamados coordenadas politopicas

de S. La Figura 1 muestra una representacién grafica

A1 Bi1
C1 D

de la matriz S(t).

AL B
C. Do

[A(t)

B(t) A2 B2
C(t) D(t) Cz D2

) e

Figura 1. Representacion grafica de la incertidumbre
politépica.
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3.3. Especificacién de las regiones de los polos
en el plano complejo

Las regiones LMI, en términos de control, son lugares
en los que uno puede lograr ubicar los polos del sis-
tema para determinar sus caracteristicas de desempeno
temporal.

Mediante estas regiones se pueden especificar cri-
terios de desempeno dinamico del sistema como, por
ejemplo; el amortiguamiento y el tiempo de respuesta.

Una de estas regiones es la regién del semiplano
a la izquierda de —ag: Esta region garantiza que el
sistema presente un tiempo de respuesta maximo de-
terminado. En la Figura 2 se observa la regién donde
se desea que los polos se encuentren, que define el area
a la izquierda del eje dibujado en —«xg:

Im(s)

» Re(s)

Figura 2. Polos a la izquierda del eje imaginario
desplazado as.

Para lograr esta area debe cumplirse la ecuacion 12:

D={seC:s54+5+2a5 <0} (12)

Donde C representa el plano complejo, D es un
subconjunto del plano C, y la condicién final es lla-
mada funcién caracteristica de la region de estabilidad
denotada por fp. Otras regiones LMI se muestran en
la Tabla 1. Para la formulacién mediante LMI de cada
una de estas regiones primero debe notarse que todas
ellas pueden ser descritas de forma general mediante
la ecuaciéon 13:

D={seC:P+sQ+sQ+sQT <0} (13)
Donde P y Q son matrices reales tal que PT=P, y
la funcién representada en la ecuacion 14:

Ifp(s) =P+ sQ+sQT

Se conoce como la funciéon caracteristica de la
regién de estabilidad. El conjunto incluye todas las
regiones limitadas descritas anteriormente como sec-
tor disco, sector cénico, barras, etc. Mediante inter-
secciones de regiones se puede obtener virtualmente

(14)

cualquier forma de regién deseada. La interseccion de
k regiones viene definida por la ecuacién 15:

P+sQ+5QT <0 (15)

Donde P es una matriz diagonal cuyos elementos no
nulos cumplen la condicién establecida por la ecuacion

16:

La matriz Q es también una matriz diagonal, cuyos
elementos no nulos cumplen con la ecuacién 17:

Gij = Qy,i=J,j =y, y € [1,K] (17)

Donde se identifica la representacién global de la
regién mediante la ecuacién 14.

Tabla 1. Regiones LMI

Sector Condicién
Sé:ﬁllilr?oo R(s) < —as > s+ 5+ aas <0
Sector Sea: {s € C|R(s) tan(0) < F(s); R(s) tan(f) < —F(s)}
c(;r;ico Entonces: (54 5)sin(6) - (s —5) cos(0) <0
T\ (s —8)cos(B)  (s+ 5)sin(6)
Sector G —-r  5+q
disco Isl <r e s+q —r <0
Barras Sea: {s € C|F(s) < ag; —F(s) < as}y F(s)=(s—35)
horizontales Entonces: (5= 5) =20, 9 <0
0 —(5—8) — 20
Sector (s+35) — 202, 0
disco ols < R(s) <02y & ( 0 —(s+5) — 2al, ) <0

3.4. Formulacion de la LMI para ubicacién de
polos en regiones del plano complejo

La formulacién de la LMI para ubicar los polos en
regiones deseadas del plano complejo s se debe a M.
Chilali y Gahinet [3]: considérese que PT = P |, Q
y A son matrices reales. Entonces A tiene todos sus
valores propios en una regién estable definida por la
ecuacion 13, si y solo si existe una matriz real simétrica
X = XT > 0, la cual cumpla con la ecuacién 18:

p11X+q11 AX+q11 X AT o prpX+qrAX +q XAT

<0

Pr1 X+ a1 AX 4+ X AT o pre X+ AX + @ X AT

(18)

Donde para este caso p;; y ¢;; son las i-j ésimas
entradas de P y Q, respectivamente. En otras palabras,
A tiene todos sus valores propios en la regién de es-
tabilidad D con una funcién caracteristica fp (s) siy
solo si existe una matriz definida positiva X tal que
cumpla con la ecuaciéon 19:

(pij X + qi; XA+ q;; ATX) <0 (19)

Para toda i, j. Nétese que esta es una LMI en X y
que el teorema clasico de Lyapunov corresponde a la
funcién caracteristica de la ecuacién 20:
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f(s)=s+s (20)

Esto equivale entonces a sustituir

(1, s, 5)<(A, AX, XAT) [1].

3.5. Normas para senales y sistemas

Una forma de describir el desempefio de los sistemas
de control es en términos del tamano de ciertas senales
de interés. Por ejemplo, el desempenio de un sistema
de seguimiento puede ser medido por el tamafio de la
sefial de error. A continuacién se exponen distintas
maneras de definir el tamano de una senal. También
se introduce el concepto de normas de funciones de
transferencia cuya utilidad radica en que permiten cal-
cular el tamano de la norma de una senal de salida de
un sistema a partir del conocimiento del tamafno de la
norma de la senal de entrada.

3.5.1. Normas para senales
Una norma debe tener las siguientes propiedades [4],

representadas en las ecuaciones 21 a 27:

[|ul[ >0

(21)

llul| = 0 & u(t) = 0,V (22)
laul| = la] [|u][,V a € R (23)
[lw+ vf| < [ul| + [[v]] (24)

La ecuacion 24 es una desigualdad triangular. La
ecuacion 25 corresponde a una norma I de una senal

u(t):
lull =

La ecuacién 26 corresponde a una norma 2 de una
senial u(t), esta norma representa la energia de la sefial:

lulla =/ u(t)th);

En la ecuacién 27 se tiene la norma oo de una sefial
u(t), esta norma representa el menor de los limites o
cotas superiores del valor absoluto de la senial:

|u(t)]dt (25)

(26)

ulloo = sgPIU(t)\ (27)

3.5.2. Normas para sistemas

Se consideran sistemas que son lineales, invariantes en
el tiempo y causales. Sea G(s) la funcién de transferen-
cia del sistema. G es racional con coeficientes reales. Se
dice que G es estable si no tiene polos en el semiplano
cerrado derecho, propia si G(joo) es finita (grado del
denominador > grado del numerador), estrictamente
propia si G(joo)=0 (grado del denominador > grado
del numerador), y bipropia si a la vez G y G~! son
propias (grado del numerador = grado del denomi-
nador).

Se definen dos normas para la funciéon de transfe-
rencia G:

1

Il = (5= [ 1GGwPIan)

La norma 2, ecuacion 28, de G es finita si y solo
si G es estrictamente propia y no tiene polos en el eje
imaginario. La norma |G|z se convierte en la norma 2
de la senal de salida de un sistema cuando la senal de
entrada es una sefial impulsiva. También representa la
Il‘fﬁ‘ll"; , que es una relacién «pico/energiay.

En términos de LMI se tiene que, dada una descrip-
cién en espacio de estado, ecuaciones 29-30:

(28)

relacién

& = Az + Bu (29)
y=Czx+ Du (30)

Se sabe que G=C(sI-A)~! B+D y se demuestra
en [1] que: ||G||2< v si y solo si existen P=PT >0 tales
que cumplan las ecuaciones 31, 32, 33:

ATP+PA PB
( BTP 7 > <0 (31)
T
( g CZ ) <0 (32)
trace(Z) < ~* (33)

El menor limite superior de la norma Hs de la fun-
cién de transferencia puede ser calculado minimizando
el criterio trace (Z) sobre las variables K y Z que
satisfacen las LMI definidas por las dos primeras de-
sigualdades.

Glloe = suplGje) (3)

La normaoc de G, ecuacién 34, es finita si y solo
si G es propia y no tiene polos en el eje imaginario,
ademas, aparece como el valor pico en el diagrama
de Bode de G. La norma ||G||o se convierte en la
norma oo de la sefial de salida de un sistema cuando
la entrada es una senal impulsiva.

También representa el valor supremo de la ganan-

cia RMS del sistema, es decir, la relaciéon sup (%)
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En términos de desigualdades matriciales, se tiene
segin [1] que [|G||oc < 7 siempre y cuando exista
una P=PT que sea solucién a la LMI mostrada en la
ecuaciéon 35:

ATP+PA+CTC PB+CTD
BTP+D'C  DTD-~21 ) =0 (35)

4. Sintesis de realimentacion de estado

Se conoce que la técnica de realimentaciéon de esta-
dos permite satisfacer especificaciones de estabilidad,
desempeno y robustez de los sistemas realimentados.
En varios problemas de control, las especificaciones de
diseno son una mezcla de objetivos de desempeno y
robustez expresados ya sea en el dominio del tiempo o
de la frecuencia. Los métodos mediante LMI son bien
adaptados a los problemas de sintesis de realimentaciéon
de estados con miltiples objetivos [5].

La estructura de control para el diseno de un con-
trolador via LMI estd basado en la realimentacién de
estados [6], la misma se muestra en la Figura 3:

W
>

P(s)

e

Figura 3. Control por realimentacién de estados.

En esta estructura, dada la realizaciéon de espacio
de estado, ecuaciones 36, 37 y 38:

& = Az + Biw + Bou (36)
Zoo = Chx + D11w + Digu (37)
Z9 = CQ.’E + DQQ’LL (38)

de la planta P, el sistema en lazo cerrado estd dado
en la forma de espacio de estado por las ecuaciones 39,
40 y 41:

Zoo = (Ol + Dng)JZ + Dyw (40)
Z9 = (CQ.T —+ DQQK)U (41)

Los objetivos de diseno tienen la siguiente formu-
lacion LMI:

4.1. Desempeno H,

La ganancia RMS de lazo cerrado desde w hacia Z
no excede el valor de 7y si y solo si existe una matriz
simétrica P tal que cumpla la ecuacién 42:

ATP+PA+CTC PB+C"D <0 42
BTpP+ DTC DTD—~21 ) =
donde: A = A + ByK; B = By; C = Cp + DpK;
D=Dy

4.2. Desempeino H-

La norma Hs del lazo cerrado no excede ~ si existen
P=PT > 0 y Z tales que cumplan las ecuaciones 43,
44 y 45:

(A+ B:K)TP+ P(A+ B:K) PB; <0
BTP I
(43)
P (Co + Dy K)T
( Oy + Dok 7 <0 (44)
trace(Z) < ~* (45)

4.3. Ubicacién de polos en regiones LMI

El objetivo consiste en encontrar una matriz de reali-
mentacion K de tal forma que permita la ubicacién de
polos del sistema en lazo cerrado en una region D del
semiplano izquierdo, con el fin de estabilizar el sistema
bajo ciertos criterios de desempeno deseados.

Los polos de un sistema en lazo cerrado son ubica-
dos en una regién LMI representada por la ecuacion
13; Si y solo si existe una matriz simétrica X=XT que
satisfaga la ecuacion 46:

[pi; X + ¢i; X (A+ BaK) + ¢;j(A+ B2 K)' X] < 0
z>0
(46)

Si se extiende este criterio para sistemas con incer-
tidumbre, cuyas matrices de espacio varian dentro un
politopo:

(2 1)
..CO{< ggg’; gg;’; ) :kzl...K}
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donde cada modelo politépico es usado para repre-
sentar cada una de las plantas con incertidumbre, se
busca una sola funcién cuadratica de Lyapunov que
permita cumplir con los objetivos de disefio para todas
las posibles plantas del politopo, resultando de esto
entonces la siguiente condicién LMI:

Los polos de un sistema en lazo cerrado son ubica-
dos en una region LMI como se expresa en la ecuacién
13; Si y solo si existe una matriz simétrica X = X7
que satisfaga la ecuacion 47:

[pij X + qi; X (A + BorK) + qij (A + B K)" X] < 0
x>0
(47)

De lo cual, resolviendo la LMI, se obtendra una
solucién 6ptima para X y una correspondiente matriz
de realimentacion K que garantice el cumplimiento de
los requerimientos de disefio planteados para cada una
de las plantas existentes producto de la incertidumbre
dada en el sistema.

5. Casos de estudio

5.1. Caso 1. Sistema doble integrador. Opti-
mizacion de la norma H,

El problema de equilibrar una bola sobre la superficie
de una viga es representativo de una gran clase de
sistemas de aplicaciones industriales y militares. El
objetivo es controlar la posiciéon de una bola que es
libre de moverse a lo largo de una viga rigida sostenida
en su punto central. El trabajo del controlador es rotar
la viga para compensar el movimiento de la bola. La
Figura 4 muestra el esquema de este problema. La
posicién de la bola es p, el angulo de la viga es 0, el
par de entrada a la viga es f, la inercia de la viga es J
y la masa de la bola es m.

Figura 4. Esquema del problema de equilibrio de una bola
en una viga.

Un modelo simplificado de este proceso se observa
en la ecuacién 48:

(48)

Para el andlisis en este proyecto se ha utilizado la
funcién de transferencia normalizada mostrada en la
ecuaciéon 49:

(49)

El nombre de sistema doble integrador resulta pre-
cisamente de esta tltima descripcién pues como se sabe
el término s~ corresponde en el dominio del tiempo a
una integracion.

Para este ejemplo se plantea encontrar las ganan-
cias de realimentaciéon de estado que minimicen la
norma ||H||2 de los estados y de la sefial de control.

La salida a optimizar se plantea en la forma de la
ecuacion 50:

(50)

Se busca, por tanto, minimizar la respuesta transi-
toria de los estados y de la senal de control en respuesta
a entradas conocidas o condiciones iniciales.

Para este caso el problema LMI que resulta es el
indicado en la LMI a la cual corresponden las ecuacio-
nes 43, 44 y 45, donde los valores de las matrices se
representan en las ecuaciones 51-55:

29 = 21 9 u]T

A=[00; 10] (51)
Bi=][L; (] (52)

By =|[1; (] (53)
Co=[10;01:00 (54)
Doy =10; 03 1] (55)

La Figura 5 muestra la respuesta impulsiva de los
estados y de la senal de control obtenidos.

El valor de ganancia de realimentacion resulta ser
K = [-1.7 -1.01]. La norma minima Hy que se obtiene
es 1.73.

Impulse Response
T T T

x1(t)

Amplitude

0 0.5 i 15 2 25 3 35 4 45 5

Time (sec)

Figura 5. Respuesta impulsiva para sistema doble inte-
grador.

La respuesta muestra que se ha minimizado la ener-
gia contenida en el vector z que suma las energias
de los estados y la sefial de control. La energia es la
integral del valor cuadratico de cada variable.
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5.2. Caso 2. Sistema doble integrador. Sistema
de control Hy/H,

En este ejemplo se busca cumplir dos objetivos: primero
que el sistema tenga como en el ejemplo anterior una
respuesta transitoria adecuada de los estados y de la
sefial de control y segundo, minimizar el efecto de las
perturbaciones en la salida. El segundo objetivo co-
rresponde a minimizar la norma H., de la funcién de
transferencia de perturbacién a la entrada w(t) en la
salida y(t). Es decir,

20 =100]-24+1-w+0-u (56)

La ecuacién 56 significa resolver las LMI corres-
pondientes a cada problema de desempeno. En la LMI
representada por la ecuacion 42, los valores de sus
matrices se representan en las ecuaciones 57-61:

A=[00;10] (57)
By = [1;0] (58)
Cr=1(01] (59)
Dy = [0] (60)
D5 = [0] (61)

En la LMI representada por las ecuaciones 43-45,
los valores de sus matrices son ahora los asignados en
las ecuaciones 62-66:

A=[00; 10] 62

Bs = [1;0] 63

C,=[10;01;00]

(62)
(63)
(64)
(65)
(66)

DQQZ[O;O; ].]

El proceso [5] inicia encontrando el rango de
variacion de la norma H,. Luego se calcula para un
conjunto de normas H,, predefinidas, el mejor de-
sempeno posible de la norma Hs. Como resultado se
obtiene una grafica como la de la Figura 6 que permite
determinar el mejor desempeiio deseado.

Por inspeccién de la Figura 6 se determina que el
valor de ganancia K obtenido para cuando g = 0.1 pro-
duce un adecuado compromiso de desempeno puesto
que en este caso los valores obtenidos son: norma
Hy; = 3.57; norma H,, = 0.096. Para este caso se
tiene que el valor de K = [-4.68 -10.45] produce las
respuestas impulsivas de la Figura 7.

La Figura 7 muestra que la energia contenida en
las sefiales no cambia significativamente, sin embargo,
se requiere una sefial de control de mayor valor para
minimizar el efecto de las perturbaciones en la salida.

norma h2

L L

05 06

1 5 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4
norma h infinita

Figura 6. Compromiso entre los desempefios He y Hoo.

Impulse Response
T T T

Amplitude

i i
005 T 15 2 25 3§ 35 4 45
Time (sec)

Figura 7. Respuesta impulsiva.

5.3. Caso 3. Sistema de levitacion
magnética. Ubicacién de polos en regiones
LMI para un sistema con incertidumbre
paramétrica.

Para explicar el diseno de un controlador mediante
LMI ante la existencia de incertidumbres paramétricas,
se usard un sistema de suspension magnética, en el que
una bola de material metalico se suspende mediante un
electroiman de corriente controlada por realimentacién
a través de una medicién 6ptica de la posicion de la
bola, tal como se muestra en la Figura 8. Este sis-
tema tiene los ingredientes bésicos de sistemas para
levitacion de masas usados en giroscopios, aceleréme-
tros y trenes de alta velocidad [7]. El sistema estd
representado a través de las ecuaciones 67 y 68:

d%h K -2
L ¥
M.-—5=M-yg - (67)
di
-5.2 i
v PR (68)

Donde h representa la posicion vertical de la bola
en metros (m), i es la corriente en el electromagneto
en amperios (A), V es la tensién aplicada en voltios
(V), M es la masa de la bola en kilogramos (kg), g es
la aceleracion de la gravedad en metros por segundo
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cuadrado (m/s?), L es la inductancia en henrios (H), fy = iy = vV _ =R 3 (78)
R es la resistencia en ohmios (2) y K es el coeficiente L L
que determina la fuerza magnética ejercida a la bola, Condiciones iniciales, ecuaciones 79-81:
adimensional.
dh
5 L T2= = 0 (80)
Vot = w3 = /ho- M -g/K (81)
i E— ofi 9fr Ofs
h axl arz 8x3 0 ]. 0
_ | 8f2 8f2 Of2 | _ —0.626
A= | g2 o o | =980 1 =47 (82)
0fs  0fs Ofs 0o 1 £
mg Oz Oxo Ox3
of
oV 0
B= gl“; = (1) = (83)
Figura 8. Sistema de suspensién magnética. gfv3 i
Dentro del sistema cabe destacar que se va a con- Cc=] 88%1 g% 8%; ]=[1 0 0] (84)
siderar incertidumbre en tres pardmetros: en M (cuyo D=[0] (85)

valor medido fue de aproximadamente 0,05 kg), en
L (cuyo valor modelado de 0,01 H puede variar con Donde x=[x1; X2; x3] es el conjunto de variables de
respecto al real por error en las férmulas del modelo estado del sistema, u es la tension de entrada V y la
como por ejemplo el niimero exacto de vueltas y las salida Y es la altura h.
consideraciones que se hacen al tomar un didmetro A partir de este momento entonces se procede a di-
constante para toda la bobina) y R. Para el resto de pa- senar el controlador via LMI a través de criterios tales
rametros se colocaran los siguientes valores constantes: COMO la estabilidad y ubicacién de polos teniendo en
K = 0,0001 y g = 9,81 m/seg?. cuenta la incertidumbre del sistema. En primer lugar,
Puesto que el sistema es de tipo no lineal a continu- S€ procede a analizar el sistema ideal sin incertidumbre
acion se procedera a linealizar el sistema. Para ello se (con los valores nominales de los pardmetros: M = 0,05
diré que el sistema se encuentra en equilibrio (la bola kg L =00l Hy R =1 Q) para ver si este es estable
esté suspendida en el aire) siempre que se considere la. © inestable. Las matrices correspondientes para este

ecuacién 69: sistema se representan en las ecuaciones 86-88:
K -2 0 1 0
=g (69) A=|980 1 -28 (86)
0 0 -100
Y considerando el punto donde % = 0; se linea-
lizaran las ecuaciones alrededor del punto h=0,01 m, 0
aplicando la ecuacién 70: B = 180 (87)

i=+h-M-g/K (70)

Con lo cual finalmente se obtiene la siguiente re-
presentacién en espacio de estados, ecuaciones 71-85:

C=[10 0] (88)

Los polos del sistema se hallan a través de los valo-
res propios de matriz A, sus valores se muestran en la

& = Az + Bu (71) Tabla 2:
y=Cz+ Du (72) Tabla 2. Polos del sistema de levitacién magnética
1 = h(t) (73) Polo 1 31,3050
. dh(t) Polo 2 -31,3050
o= (74) Polo3  -100
. d*h(t) .
To = a2 (75) Como se puede apreciar, uno de los polos se halla
] en el semiplano derecho, lo que significa que el sistema
hi=t1=2 (76 es inestable en lazo abierto. Se puede entonces cons-
' % ) truir un controlador en especial, de los que presenta
fo=d2=9- P 3 (T7) 1a teorfa de control cldsica, cuyos criterios de disefio
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sean un tiempo de establecimiento ts < 0,5 seg y un
sobrepico Mp < 5 %. Lamentablemente al tomar en
cuenta la existencia de incertidumbre en el sistema,
los controladores clasicos ya no pueden cumplir con
los criterios de desempefio deseados; ya que su uso
esta limitado tnica y exclusivamente para sistemas sin
incertidumbre.

Es por esta razén por la que se disefiard un contro-
lador via LMI que permita cumplir con los requerimien-
tos del sistema tomando en cuenta la incertidumbre
dada en el sistema.

El disefio a implementarse utilizara la ley de reali-
mentacion de estados méas control integral que presenta
la estructura mostrada en la Figura 9:

w
Xn+1
r+

Xn+1
A_e

K+t

+ ny
>'u>Bv>-x>J‘ X»C >y
+4 +A

L [aled

K =

Figura 9. Control por realimentacién de estados més con-
trol integral.

Este esquema tiene la ventaja de poder garanti-
zar una condicién de desempeno ante perturbaciones
estacionarias, en la cual el sistema puede realizar un
seguimiento de la senal de referencia sin error lo que
representa una condicién mas interesante que la que
se obtiene por realimentacién simple de estados [8]. El
sistema linealizado a lazo cerrado para este esquema
queda definido por las siguientes ecuaciones diferen-
ciales, ecuaciones 89-90:

']
1]

¢:<A+BK).$+[ (89)

y=Cz+ Du (90)

En donde el vector de estados y las matrices del sis-
tema a lazo cerrado ahora pasan a ser como se muestra
en las ecuaciones 91-93:

7= [ mil ] (91)
A= { _AC 8 } (92)
B= { Jé ] (93)

En el nuevo vector de estados del sistema X, se
observan los estados originales de la planta y un nuevo
estado que resulta de la incorporacién de un integrador
asociado a la sefial de error resultante de la diferencia
entre la referencia y el valor de la salida del sistema,

con lo que se pretende asegurar el seguimiento de la
senal de referencia que permita eliminar el error del
sistema ante valores constantes de la misma.

El nuevo vector de ganancias de realimentacion
estaria dado por la ecuacién 94:

K=[K knp | (94)

Donde ky 11 sera la ganancia correspondiente para
la parte integral.

La ley de control estaria descrita por la ecuaciéon
95:

u=Kzx+kpp o (95)

Finalmente, las matrices para la nueva representa-
cién en espacio de estados quedarian expresadas de la
siguiente manera conforme las ecuaciones 96-99:

01 0 0
—0.626
[ A o 980 1 =6 0 06)
-C 0 0o 1 £ o0
-1 0 0 0
0
B=1" (97)
L
0
C=[100] (98)
D=[0] (99)

Con esta representacion, a continuacién, se procede
a formar la LMI que dara solucion al sistema. Primero
se introducira la incertidumbre en el sistema y por
facilidad se lo hara a través del modelo politépico, el
cual por motivo de la incertidumbre que presentan
la masa M, la inductancia L y la resistencia R en el
rango:

M € [0.04,0.06] ; L € [0.008,0.012] ; R € [0.8,1.2]

Se caracterizara por poseer 8 posibles sistemas ex-
tremos como muestra la Tabla 3.

En segundo lugar, ubicamos la regién LMI en donde
se ubicaran los polos del sistema en lazo cerrado y
que permita cumplir con los requerimientos del sis-
tema deseados. Una region adecuada para este caso
corresponde a la interseccién de las regiones: semiplano
izquierdo y sector disco, con las cuales se asegura la
rapidez del sistema junto a un limitado maximo pico.

Las matrices P y Q formadas a raiz de la intersec-
cién de las dos regiones anteriores, ecuaciéon 13, son
las siguientes:

Region semiplano izquierdo: de la forma:

s+s+2u y definida por las ecuaciones 100-102:

Pr = [2a4] (100)
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101

(101)
T (102)

Tabla 3. Matrices vértices del sistema politépico

0 1 0 0 0 0]
980 1 —-3.13 0 0 0
A=10 0 100 o Bi=1y 195
-1 0 0 0 1 0 |
[0 1 0 0] (0 0]
980 1 -3.13 0 0 0
A=17" 0 _150 0 Ba= 1 195
-1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 ]
980 1 -3.13 0 0 0
As=170" 0 _e667 ol P*= |0 s3.33
-1 0 0 0 1 0 |
o 1 0 0] [0 0
980 1 —-3.13 0 0 0
A=1%" 0 —100 0 Bi=1y g333
-1 0 0 0 1 0
[0 1 0 0] [0 0]
980 1 —-255 0 0 0
A =17 0 —100 0 Bs =10 125
-1 0 0 0 1 0 |
o 1 0 0] (0 0]
980 1 —-2.55 0 0 0
Ad6=10 0 —150 o0 Bs= 1o 125
-1 0 0 0 1 0 |
0 1 0 0 0 0 ]
980 1 —255 0 0 0
Ar=170" 0 —e667 o] P77 |0 s3.33
-1 0 0 0 1 0 |
0 1 0 0 0 0
980 1 —255 0 0 0
As=1"0" 0 —100 o0 Bs= 10 s333
-1 0 0 0 1 0 |

(1 =Cy=C3=C4=C5=C4=Cr=Cs=[1 0 0 0]
Dy=D3=D3=D,;=Ds=Dg=D;=Ds=[0]

Sector disco: que tiene la forma matricial ((;Z gjﬂ )
y esté definida por 103-105:
n=|7 4 (103)
-7 || (104)
x=) o (105)

Interseccion: que estd definida por las ecuaciones
106 y 107:

24 0 0
p=| Yo - g (106)
0 P
0 q -

1 00
Q[%l 5] 010 (107)
2 00 1

Por ultimo, pasamos a formular las LMI de las
cuales se obtendra la matriz de Lyapunov X que per-
mitird cumplir con el criterio de estabilidad, asi como
también la matriz de retroalimentacion K.

La condicién LMI sera: Los polos del sistema en
lazo cerrado son ubicados en la regién LMI represen-
tada por la ecuacion 13; Si y solo si existe una matriz
simétrica de la forma:

X=X1=Xp=X3=X,=X5=Xs=X7=Xg=X"

Con:

Y=Y1=Y2=Y3=Y4=Y;5=Ys=Y7=Ys=K-X

Que satisfaga las ecuaciones con la forma general
presentada en la ecuaciéon 108:

E1X; 0 0
0 —rX;, E3|<0 (108)
0 E2  —rX;

Doénde las matrices E1, E2 y E3 estan representadas
por las ecuaciones 109-111:

El= (205 + A; + AT) - X, (109)
E3 = (q+A])X; + (BuYy)" (111)

Teniendo en cuenta que: i € [1 , 8] y, ademés,
X > 0.

Para dar soluciéon a todas estas LMI de una ma-
nera mas rapida y eficiente, se usé el software LMI
Control Toolbox de Matlab; mediante el cual se lleg a
definir la region intersectada por: semiplano izquierdo:
con punto inicial ag = —10 y sector disco: con centro
q = 0 y radio r = 126, como las condiciones mas ade-
cuadas para cumplir con los requerimientos deseados
del sistema.

6. Resultados y discusion

Definido entonces todo el sistema de LMI, las matrices
de retroalimentacion K y de Lyapunov X arrojadas
se representan en las ecuaciones 112 y 113 respectiva-
mente:

K=[1132 30 —0.2 —6064 ] (112)
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0.0934 —2.9201 0.102 0.003
Y —2.920 91.6969 3.826 —0.0930

0.102 3.8257  251.407  0.0052

0.003 —0.0930 0.00520 0.0001

(113)
Siendo la ecuacién 114 la ganancia correspondiente
para el factor integral.

keny1 = K(1,4) = —6064 (114)

Para evaluar el comportamiento del sistema con in-
certidumbre en general se grafica la respuesta temporal
de todos los sistemas matrices vértices que conforman
el sistema politopico producto de la incertidumbre
ante una entrada escalén de 0.01 (altura deseada de
la bola en metros) bajo condiciones iniciales no nulas
(h = 0.005 m; (dh)/dt = 0; i = 0 A). Estas respuestas
obtenidas se presentan en la Figura 10:

Respuesta al escalon en lazo cerrado

7

0 005 0.10

0.012

0.010

| ———

0.008

0.006

0.004 \
0.002

/
A

Altura de la bola (mts)

0

015 020 025 03 035 04 045 05
Tiempo (sec)

Figura 10. Respuestas del sistema de levitacién en lazo
cerrado con incertidumbre.

Se aprecia con esto claramente como la distancia
entre la bola y el electromagneto sigue fielmente a
la senal de referencia (distancia deseada), con las ca-
racteristicas de requerimiento deseado (ts < 0,5 (s) y
Mp < 5 %).

7. Conclusiones

El método de diseno de sistemas de control robustos
mediante realimentacion de estados utilizando la téc-
nica de las desigualdades lineales matriciales (LMI)
demuestra ser atractivo para problemas de control en
los cuales se especifican miiltiples objetivos entre los
que destacan la ubicacién especifica de polos del sis-
tema y valores deseados de los indices de desempeno
Hs y He que se plantean dentro de la estructura del
sistema de control a disefiarse.

La técnica de diseno mediante LMI permite resolver
problemas de rechazo a perturbaciones mediante la
optimizacion de la norma H., de la funciéon de trans-
ferencia desde la perturbacién a la salida, asi como
también limitar la energia de los estados y de la senal

de control mediante la optimizacién de la norma Hy
del vector formado por estas seniales.

El uso de LMI en problemas de diseno de contro-
ladores tiene como ventaja no solo el de satisfacer
condiciones minimas de desempefio dindmico tales
como la estabilidad, sino que también puede asegurar
otro tipo de especificaciones puntuales. Por ejemplo. se
puede elegir ubicar los polos de un sistema en regiones
LMI tales como sector disco, sector conico, semiplano
izquierdo, etc., a fin de conseguir valores especificos
de coeficiente de amortiguamiento, frecuencia natural
no amortiguada, tasa de decaimiento de la senal, entre
otros, que marcan los pardmetros de desemperio de res-
puesta transitoria que se desean alcanzar. Asi mismo
se tiene la posibilidad de diseniar controladores con
normas Hs y Ho, que permitan reducir la ganancia de
perturbaciéon dada en un sistema prediciendo ademas
hasta qué punto maximo de perturbaciéon puede sopor-
tar el mismo.

Con base en los casos de estudio aqui presentados,
el diseno de controladores por LMI en combinacién con
la teoria de espacio de estados, al tener como funda-
mento una matematica del tipo matricial, se presenta
como alternativa para ser aplicada a sistemas practicos
del tipo no lineal, al limitar estos a una zona de tra-
bajo lineal especifica, con incertidumbre paramétrica
adjunto a perturbaciones con resultados ventajosos y
que no se los puede conseguir simplemente con el uso
de la teoria de control clasica cuyos controladores, en
la mayoria de casos, carecen de robustez.
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